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Correction du contrôle du 26/11/2002

EXERCICE

1. Les solutions de l’équation différentielle Q (t) Q(t)
� �

���  sont les fonctions Q définies sur ×  •S D � �

tQ(t) ke�

�

� , k étant un réel.
Par hypothèse, Q(0) = 1,8 d’où k = 1,8.
 Donc Q est la fonction définie sur ×  par :   tQ(t) 1,8e�

�

� .

      La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur × .
      De plus, 

x
lim

	�

�

ex = 0 et 
x
lim

	����

ex = +G .

On a 0,7 Î  < <
��� ���

 donc l’équation ex = 0,7 a une solution unique dans ×  .

A l’aide de la calculatrice, on trouve x à  -  0,3567 d’où -  l  à  -  0,3567 et donc  l  à   0,3567.

      Sachant qu’au bout d’une heure, la quantité de substance présente dans le sang a diminué de 30 %
cela revient à déterminer le réel l  tel que :  Q(1) = 0,7Q(0) c’est-à-dire 1,8 e-l  = 0,7 ‰ 1,8
soit e-l  = 0,7.
 Donc, d’après la question précédente, l  à   0,3567.

2. La fonction t � e-l t , fonction composée de la fonction t � -l  t , fonction linéaire, et de la fonction
exponentielle, toutes deux dérivables sur × , est dérivable sur × , donc en particulier sur × +.
Donc la fonction t � 1,8 e-l t , produit de la précédente par un réel, est dérivable sur × +.
Pour tout t �  0, tQ'(t) 1,8 e�

�

��� � .
Or l  > 0 et pour tout réel x, ex > 0, donc pour tout t �  0, Q’( t) < 0.
Donc la fonction Q est strictement décroissante sur × +.
On a de plus que t t

t t t
lim t et lim e 0 donc lim e 0

�

�

��� � �

�

� �����

!#"%$�!�& $ $ .

On obtient donc le tableau de variation suivant :

t 0                                                    +¥
Q’( t) -

Q(t)
1,8

                                                         0

Remarque : la quantité de substance diminue dans le sang à chaque instant donc la fonction Q est
strictement décroissante.

3. Chercher le temps au bout duquel la quantité de substance a diminué de moitié revient à déterminer t tel
que Q(t) = 0,5 Q(0) soit 1,8 e-l t = 0,5 ‰ 1,8 soit e-l t = 0,5 ou 0,7t = 0,5.
En utili sant la calculatrice, on obtient t à  1,94 soit 1 heure 56 minutes.

4. a)   A t = 0, R0 = 1,8. A t = 1, R1 = 1,8 + Q(1) soit R1 = 1,8 + 1,8 ‰ 0,7.

b) Soit n Î  Û, un+1 = Rn+1 – 6 = 1,8 + 0,7 Rn – 6 = 0,7 Rn – 4,2 = 0,7 ( Rn – 6 ).
Donc un+1 = 0,7 un donc la suite (un) est la suite géométrique de raison q = 0,7 et de premier terme
          u0 = R0 – 6 = 1,8 – 6 = – 4,2.
On a, pour tout n de Û, un = u0 ‰ 0,7n soit un = -  4,2 ‰ 0,7n ; on obtient donc Rn = un + 6
Soit Rn = -  4,2 ‰ 0,7n + 6 = 6 (1 -  0,7n+1).

c) 0,7  < 0 donc n 1
n

n n
lim 0,7 0 donc lim R 6

'

(

'�)

(

' )

* * .
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PROBLEME Par tie A
1. Les solutions de l’équation différentielle y 2y 0

�

� �  sont les fonctions définies sur ×  par
2xf (x) ke� , avec k réel.

2. a)   La fonction u, étant le produit de la fonction affine x � ax + b et de la fonction exponentielle -
toutes deux dérivables sur ×  - ,est dérivable sur × ;
Pour tout réel x, 	 
 	 
x x xu (x) ax b e ae ax b a e

�

� � � � ��� .

	 
 	 


	 


x x

x

Pour tout réel x,u (x) 2u(x) ax b a e 2 ax b e

ax a b e

�

� � ��� � �

��� �	�

u solution de l’équation (1) si et seulement si, pour tout réel x, 	 
 x xax a b e xe� �
� � .

Or, pour tout réel x, ex ¹  0.
u solution de l’équation (1) si et seulement si, pour tout réel x, ax a b x� �
�

�

   si et seulement si, 
a 1 a 1

a b 0 b 1


 


��� ���

� �

� �

�

� �

� �

��� ���

� �

� �

Donc u solution de l’équation (1) si et seulement si, pour tout réel x, 	 
 xu(x) x 1 e����� .

b) Supposons que v soit solution de (2).
v est dérivable sur ×  et, pour tout x de × , v (x) 2v(x) 0

�

� � .

u étant solution de (1), u dérivable sur ×  et, pour tout réel x, xu (x) 2u(x) xe
�  !

.
En additionnant membre à membre ces deux égalités, on obtient :

pour tout réel x, xu (x) v (x) 2v(x) 2u(x) xe
� �

"

  !

 soit 	 
 	 
 xu v (x) 2 u v (x) xe
#

$ % $ & .
Donc u v

$  solution de l’équation (1).

Réciproquement, supposons que u v
$  soit solution de l’équation (1), u v

$  dérivable sur ×  en tant

que somme de fonctions dérivables sur ×  et, pour tout réel x, 	 
 	 
 xu v (x) 2 u v (x) xe
#

$ % $ &  (E)

u, dérivable sur × , étant solution de (1) : pour tout réel x, xu (x) 2u(x) xe
�  !

.

(E) Û  xu (x) v (x) 2v(x) 2u(x) xe
� �

"

  !

et en utili sant l’hypothèse que u est solution de (1), on obtient :
pour tout x de × , v (x) 2v(x) 0

#

% & .
Donc v est solution de l’équation (2).

En conclusion, v solution de l’équation (2) équivaut à u v
$  solution de l’équation (1).

c) Soit S l’ensemble des fonctions solutions de l’équation différentielle (1).
Montrons que S est l’ensemble des fonctions f qui s’écrivent  f u v

!

"  où v est un solution
quelconque de (2).

¨  Si f u v
!

" , d’après la question précédente, f est solution de l’équation (1).
¨  Si f est solution de (1), posons g f u

&'%  et montrons que g est solution de l’équation (2).

f est solution de (1) Û  pour tout réel x, xf (x) 2f (x) xe
�  !

.

u solution de l’équation (1) Û  pour tout réel x, xu (x) 2u(x) xe
�  !

.
Par différence membre à membre, on obtient :

pour tout réel x, 	 
 	 
f u (x) 2 f u (x) 0
#

% % % &  soit g (x) 2g(x) 0
#

% & .
Donc g solution de l’équation (2)

L’ensemble S des fonctions solutions de l’équation (1) est, donc, l’ensemble des fonctions, somme
de u et d’une fonction solution de (2). Les fonctions f, solutions de l’équation (1), sont définies sur ×  par :

	 
 x 2xf (x) x 1 e ke
&�%�% $ , k étant un réel.
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3. Déterminons k pour que f(0) = 0
f(0)=0 Û   – e0 + ke0 = 0 Û  k = 1.
Donc la fonction solution de l’équation (1) qui s’annule en 0 est définie sur ×  par :

	 
 x 2xf (x) x 1 e e����� � .

Par tie B

1.   � x

x x
lim g(x) lim 2e x 2

���	� �
���

� 
�


On a :
x

x

x
x

lim 2e 0
donc lim g(x)

lim x 2

���	�

���	�

���	�

� �

�

�

�

�

�����

��

���������

�

�

�

�

.

� x x
x xx x x

x 1
lim g(x) lim 2e x 2 lim 2e 1

e e "!$#  �!%#  �!%#

& ' (

)

* +�+�* + + ,

)

,

,

)- .

On a :
x

x

xx x
x xx

xx

lim 2e

x
lim 0(d'aprèscours) donc lim g(x)x 1e donc lim 1 1

1 e elim 0
e

/"0$1

/"0$1

/"0$1

/"0$1

/"0$1

2 3

4�5�6

3

3

3

3

3

2
3

3

3

3

3

4

4�5�6

3 7

3

3

3

3

3

8 8

4

7

3

3

3

3

3

4

3

3

3

3

3

3

9

33

9

.

2. La fonction xx 2e: , produit de la fonction exponentielle par un réel 2, est dérivable sur × . La
fonction x x 28�8

: , fonction affine, est dérivable sur × . La fonction, étant la somme de ces deux
fonctions, est dérivable sur × .

Pour tout x de × , xg (x) 2e 1
; < =

.
xg (x) 0 2e 1 x .

; >@? >A? >�B

Si x < b, alors 2ex < 1 (la fonction exponentielle est strictement croissante sur × )
   alors g’(x) < 0.

De même si x > b, alors g’(x) > 0.
On obtient le tableau de variations suivant :

x  – G                      b                  + G
g’ (x)                 –           0

g(x)
+ G •••••••••••••••• C G

                           g(b)

3. a)   g(0) = 2e0 – 2 = 2 –2 = 0 donc 0 est une des solutions de l’équation g(x) = 0.
b) La fonction g, étant dérivable sur > >;D
EGF , est dérivable sur [– 1,6 ; – 1,5] donc continue sur

cet intervalle. De plus g est strictement croissante sur [– 1,6 ; – 1,5].
On a : g(– 1,5) à  – 0,05 et g(– 1,6) à  0,038 donc g(– 1,5) < 0 et g(– 1,6) > 0.
Donc 0 Î  [g(– 1,5) ; g(– 1,6)].
Donc l’équation g(x) = 0 a une solution unique a l’ intervalle [– 1,6 ; – 1,5].
Donc  – 1,6 �  a �  – 1,5.

4. On a g(0) = 0, g(a) = 0, a < b et b > 0. D’après le tableau de variations, g est strictement
décroissante sur > >;H
IGJ  et strictement croissante sur < <;

KMLON

.

Donc g(x) > 0 sur > < > <; 0;P
QSRUT VWQ  et g(x) �  0 sur [a ; 0].
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Par tie C

1.   � 2x x x

x x
lim f (x) lim e xe e

����� �����

� � � .

On a :

x 2x
x x

x

x

x x
x

x

lim 2x
donc lim e 0

lim e 0

lim xe 0(d'aprèscours) donc lim f (x) 0

lim e 0

�����

�����

�����

����� �����

�����

	

	 


�����
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�













� �



















�

























�




.

Donc la droite d’équation y = 0 est asymptote à la courbe représentative de f en – G  .

� 2x
2x 2xx x

x 1
lim f (x) lim e 1

e e����� �����

� � �

�

� � �

�

�

�

�

�� � .

On a :

x 2x
x x

x

x
xx

x xx

xx

lim 2x
donc lim e

lim e

donc lim f (x)x
lim 0(d'aprèscours)

x 1e donc lim 1 1
1 e elim 0
e

�����

�����

�����

�����

�����

�����

�����
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� � �
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.

2. La fonction f est la solution obtenue à la question A.3

donc f est dérivable sur ×  et pour tout x de × ,on a :  	 
 	 
2x x x x xf (x) 2e e x 1 e e 2e x 2
�

� � � � � ���

donc xf (x) e g(x)
�

� .
Or, pour tout réel x, ex > 0 donc f (x)

�

 et g(x) ont le même signe.
¨  Pour tout réel x de ]– G  ; a[, f (x)

�

 > 0 donc f est strictement croissante sur ]– G  ; a[.
¨  Pour tout réel x de ]a ; 0[, f (x)

�

 < 0 donc f est strictement décroissante sur ]a ; 0[.
¨  Pour tout réel x de ]0 ;+ G [, f (x)

�

 > 0 donc f est strictement croissante sur ]0 ;+ G [.
¨  f (0) 0et f ( ) 0

� �

�  !� .

3. f(a) = e2a – (a + 1)ea . Or, g(a) = 0 soit 2
e

2

" #%$

& .

	 

	 
2

2

2 12 2 2 2
Donc f ( ) 1

2 2 2 2 2

2
Donc f ( ) .

4

' (

' ( ' ()' ( *%+

*%+ *,+ *%+ *,+ -

.

/ / /
. . .

/

021 340,5 1 3

.

/ / /

. . .

/

/ / /

.

/ / /

. . .

/

/

.

6 7 6 7)6 7

6 7

8:9;8

82<�=

On a – 1,6 �  a �  – 1,5 donc ……………… 
2 21,6 2 1,5 1,5 2 1,6

f ( )
4 4

>@? >@?

A B C!BDA .

Donc 0,11 �  f(a) �  0,24.
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4. Tableau de variations de la fonction f :

x -  G                    a                    0                  + G
f’( x)               +         0          –         0           +

f(x)

                        f(a)                                     + G

0                                              0

5. 

x -3 -2 -1 0 1 2

f(x) 0,1 0,2 0,1 0 2 32,4

O i<

 j<


