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Correction du contr6le du 26/11/2002

EXERCICE

1. Les lutionsdel’ égquation dfférentielle Q (t) Q(t) sont lesfonctions Q définies sur x so
Q(t) ke ', kéantunréd.
Par hypothese, Q(0) = 1,8 dou k=1,8.
Donc Q est lafonction définiesur x par: Q(t) 1,8e °.

Lafonction exporentiell e est continue ¢ strictement croissante sur x .
Deplus, lim €=0et lim €=+G.
X X

Ona0,71 < < dorc I’ équation € = 0,7 aune solution urique dans x .
A I’aide dela cdculatrice ontrouwwex a - 0,3567 dou- | a - 0,3567etdonc | a 0,3567.

Sachant gqu' au bou d'une heure, la quantité de substance présente dans le sang a diminué de 30 %
cdarevient adéterminer leréd | tel que: Q(1) = 0,7Q(0) ¢ est-a-dire 1,8€" =0,7%.l,8

soit €' =0,7.

Donc, d apréslaquestion précéente, | a 0,3567.

2. Lafonctiont €'', fonctioncomposéedelafornctiont -l t,fonctionlinédre, et delafonction
exporentiell e, toutes deux dérivables sur x, est dérivable sur x, donc en particulier sur x .
Dorclafonctiont  1,8€’', produit de la précédente par unréd, est dérivable sur x *.

Pourtoutt O,Q'(t) 18e '.
Or| >0et pou tout réd x, € >0, dac pou toutt 0, Q'(t) <O.
Donc lafonction Q est strictement décroissante sur x *.

Onadeplusque lim t e lime 0 donc lime ' 0.
t t t

On oltient dornc le tableau de variation suivant :

t |0 +¥
Q1) -
18

T Q)
0

Remargue : laquantité de substance diminue dans le sang a chaque instant dornc lafonction Q est
strictement déaoissante.

3. Chercher letemps au bou duquel la quantité de substance adiminué de moiti € revient a déterminer t tel
que Q(t) = 0,5Q(0) soit 1,8€’' = 0,5%1,8s0it €'' = 0,5 ou 0,7=0,5.
En utili sant la cdculatrice, on oltient t & 1,94soit 1 heure 56 minutes.

4. @ At=0,R=18At=1,R;=1,8+Q(1) soit R; =1,8+ 1,8%L0,7.

b) Soit nT U, Uw1=Rw1—6=1,8+0,7R,—6=0,7R,—4,2=0,7( R, — 6).
Donc un+1 = 0,7 Yy, dorc lasuite (up) est la suite géométrique de raison g= 0,7 et de premier terme
W=Ry—6=18-6=-4,2.
On a, pou tout n de U, u, = up %, 7" soit u, = - 4,2%0,7"; on oltient dorc R, = u, + 6
Soit Ry=- 4,2%0,7'+6=6(1- 0,7Y).

c) |0,7 <0dorc lim 07" 0 dorc lim R, 6.
n n



PROBLEME Partie A
1. Les olutionsde |’ équation dfférentielle y 2y 0 sont lesfonctions définies sur x par

f(x) ke*,aveck réd.

2. a) Lafonction u,étant le produt delafonctionaffinex ax + b et delafonction exporentielle -

toutes deux dérivables sur x - est dérivable sur x;

Pourtoutréd x, u(x) ax be* a a b ace€”.

Pour tout réd x,u (x) 2u(x) ax b ae¢ 2ax be
ax a bef

usolution cel’équation (1) si et seulement si, pou toutréel X, ax a b e xe".

Or, pou tout réel x, €1 0.
usolution cel’équation (1) si et seulement si, pou toutréel X, ax a b x
a 1 a 1

ab O b 1
Donc u solution e’ équation (1) si et seulement si, pou tout réd X, u(x) x 1¢€*.

S et seulement g,

b) Suppasons que Vv soit solution ce (2).
v est dérivable sur x et, pou tout x de x, v (x) 2v(x) O.
u étant solution ce (1), u cérivable sur x et, pou tout réd X, u (x) 2u(x) xe*.
En additionrant membre amembre ces deux égalités, on oltient :

pou toutréd X, u (x) v (x) 2v(x) 2u(x) xe*soit u v (X) 2u Vv (x) xe.

Donc u v solution cel’équation (1).

Rédproguement, suppasonsque u v soit solution cel’équation (1), u v dérivable sur x en tant
gue somme de fonctions dérivables aur x et, poutoutréd x, u v (x) 2u v (x) xe (E)
u, dérivable sur x, éant solution de (1) : pour tout rédl x, u (x) 2u(x) xe*.
BE)U ux) v(x) 2v(x) 2u(x) xe*
et en utili sant I’hypothése que u est solution de (1), on obtient :
pou tout x dex, v (x) 2v(x) O.
Donc v est solution de I’ équation (2).

En conclusion, v solution ce I’ éguation (2) équivaut a u v solution ce I’ éguation (1).

c) Soit SI’ensemble desfonctions lutions de |’ équation dff érentiell e (1).
Montrons que S est I’ensemble des fonctionsf qui S'écrivent f u v ou vest unsolution
guelconque de (2).
T Sif u v, dapreslaquestion précédente, f est solution ce |’ équation (1).
Si f est solution e (1), posons g f u et montrons que g est solution ce I’ égquation (2).
f est solution de (1) U pour tout réd x, f (x) 2f(x) xe*.
u solution cel’équation (1) U pour tout réd x, u (x) 2u(x) xe*.
Par diff &rence membre amembre, on olient :
poutoutréd x, f u (x) 2f u(x) 0soitg(x) 2g(x) O.
Donc g solution ce |’ équation (2)
L’ensemble S des fonctions lutions de I’ équation (1) est, dorc, I’ ensemble des fonctions, somme
de u et d’une fonction solution ce (2). Lesfonctionsf, solutions de I’ équation (1), sont définies sur x par :

f(x) x 1€ ke, kéantunréd.



3. Déterminors k pou quef(0) =0
f(0)=00 —e’+ke"=00 k=1.
Donc lafonction solution cel’ équation (1) qui S annue en Oest définie sur x par :
f(x) x 1& &*.

Partie B

1. lim g(x) lim 2° x 2
X X

Ona:
lim 2¢ 0
X donc lim g(x)
lim x 2 X
X

. . X . " X 1

lim g(x) Ilim 2" x 2 I|lim 2" 1 ~

X X X e €

Ona:
lim 2€*
X
XIim —~ 0(d'apréscours) < 1 dorc  lim g(x)

el doc lim1 — — 1 X
lim — 0 X € €
X X
2. Lafonction x  2€*, produt de lafonction exporentielle par unréd 2, est dérivable sur x. La

fonction x x 2, fonction affine, est dérivable sur x. Lafonction, é&ant lasomme de ces deux
fonctions, est dérivable sur x .

Pour tout x dex, g (x) 2¢° 1.
g(x) 0 2 1 x
Si x <b, dors2e" < 1 (lafonction exporentiell e est strictement croissante sur x)
aorsg'(x) <O0.
Demémesi x > b, alorsg'(x) > 0.
On oltient le tableau de variations suivant :

X -G b +G
g9 (x) - 0
S ol € R G
~, 909
g(b)
3. a) g(0)=2e°—2=2 —-2=0donc 0 est unedes Dlutions de’ équation g(x) = O.
b) Lafonction g, étant dérivablesur > ; >, est dérivable sur [- 1,6; — 1,5 dorc continue sur

ce intervalle. De plus g est strictement croissante sur [—- 1,6; — 1,9.
Ona:g(-15a —0,05etg(—16)a 0,038 dong(—1,5<0etg(—16)>0.
DoncO1 [g(-1.9;9(- 1.9].

Donc I’ éguation g(x) = 0 aune solution urique a I'intervale[-1,6;—1,5.
Donc —1,6 a -1,5.

4. Onag(0)=0,g(a)=0,a<beth>0.D apresletableau devariations, g est strictement
déaoissantesur > ; > et strictement croissante sur <; <.

Doncg(x)>0sur > ; < % <etg(x) Osur[a;0].



Partie C

1. lim f(x) lim e x& ¢*.

X X

Ona:
lim 2x
* donc lim e* 0
lim e 0 X
X
lim xe&* 0(d'apréscours) donc lim f(x) O.
X X
lim ¢ 0

X

Donc ladroite d équationy = 0 est asymptote ala wurbe représentative def en -G .

lim f(x) lim e 1 —_ {%.
X X e e
Ona:
lim 2x
* dorc lim e*
lim e* X
X
. X . dorc lim f(x)
lim —~ 0(d'apréscours) 1 X
X el dorc lim 1 LX — 1
lim — 0 X € €
X et
2. Lafonctionf est la solution olienue alaquestion A.3

dorc f est dérivable sur x et pour tout x de x,ona: f (x) 26 & x 1€ & 28 x 2

dorc f (x) €*g(x).

Or, pou tout réel x, € >0 dort f (x) et g(x) ont le méme signe.
Pour tout réd x de]-G ; a[, f (x) >0 dorcf est strictement croissantesur |-G ; a[.
Pour tout réd x de]a ; O[,f (x) <O dort f est strictement décroissante sur Ja ; 0.
Pour tout réd x de]0 ;+ G [, f (x) > 0 dort f est strictement croissante sur ]0 ;+ G|.
f (0) Oetf () O.

3. fa)=*—(a+1)e .0, gla) =0 sait e TZ

2

Doncf () 2 1 2 2 2 2 1
2 2 2 2 2

2
Doncf |
oncf( ) 2

2 2

Ona-16 a -15dog.................. w f() w.

Donc 0,11 f(a) 0,24.



4. Tableau de variations de lafonctionf :
X .G a 0 +G
f'(X) + 0 0
(@) +G
/"(X)
A
0
5.
X -3 2 1-110 2
f(x) 0,1 102|020 32,4
T 1/
<
J
| \

)




